O método elaborado pelos quimicos para efetuar o tratamento das terras raras baseia-se no fendmeno de troca idnica
com resinas sintéticas. Estas resinas foram preparadas pela primeira vez em 1935 mas somente com o desenvolvimento da
quimica nuclear ¢ que seu emprego se generalizou. Elas sdo constituidas por polimeros insoliveis que contém grupamentos
idnicos moveis que podem ser de natureza catidnica ou anibnica. Se tivermos, por exemplo, uma resina catidnica na forma
sodica, que pode ser representada por R—Na, numa solugdo 4cida estabelecer-se-d o equilibrio:

R-Na + HY ——— R-H + Na*

O H" ¢ assim retirado da solugdo e passa para a fase s6lida.

Estas resinas sio empregadas no método de cromatografia de coluna; o processo de adsorgdo-desor¢do do ion na resina
¢ multiplicado por um nimero muito elevado de vezes. Deste modo se tivermos em solugdo uma mistura de fons uma pequena
diferenga na seletividade pela resina serd amplificada pelo niimero elevado de atos elementares e obter-se-4 a separagdo entre
0s fons.

Por este processo € possivel efetuar qualquer tipo de separagio, desde que se escolha convenientemente o meio € a
resina apropriada. Em particular é muitas vezes necessdrio complexar os cdtions por ligantes orginicos ou mesmo inorginicos.
Para frisar a importincia atual dos processos de troca idnica basta recordar que o urdnio produzido nos U.S.A. para energia
nuclear € processado por resinas trocadoras, No caso das terras raras € possivel em poucas horas efetuar a separagdo completa
entre estes elementos, e em quantidades ponderdveis,

Como vimos, os estudos com Poldnio contribuiram para o desenvolvimento da ciéncia nuclear. Ndo seria justo terminar
sem mencionar a contribuigio recente que a ciéncia nuclear deu para o conhecimento da quimica do Polénio.

Com o advento dos reatores de alto fluxo de néutrons foi possivel produzir miligramas de Polonio pela rea¢do nuclear:

209,. 1

Bi +

210 .. 210
o on —— Bl - B ——"Po

84

O estudo com tais quantidades de radioelemento foi realizado em condigdes de grande dificuldade, bastando lembrar
que 1 miligrama de Polénio 210 encerrado num tubo eleva a temperatura do mesmo a 75°C estando o exterior 4 25°C. A
densidade de radiagdo € tal que altera o vidro, decompde a dgua etc. Apesar destas condigBes adversas, as investigagdes condu-
zidas por W. Bagnall do Centro Atomico de Harwell esclareceram de modo amplo a quimica do Pol6nio, de tal modo que
este elemento é hoje quase tao conhecido como aqueles que existem normalmente em quantidades ponderdveis.

Nao foi sem emog¢do que aqueles que durante anos trabalharam com quantidades invisiveis do radioelemento vieram
a saber das belas coloragbes dos sais de polonio que sdo azuis, rosas, amarelos etc.

E, assim como ocorreu com o plutdnio, a maioria das conclusGes obtidas operando com tragos de matéria foram confir-
madas pelo trabalho em escala ponderdvel.

ARTIGO
MODELOS SIMPLES EM MECANICA QUANTICA

Eduardo M. A. Peixoto
Instituto de Quimica, Universidade de Sdo Paulo
Sdo Paulo, SP, Cxa. Postal 20.780 — Brasil
(Recebido em 08/08/78)

1. INTRODUCAO

A grande maioria dos problemas em mecinica quintica nfo tem solu¢do analitica exata. No entanto, existem alguns
problemas ?ue tém grande interesse em quimica quéntica e que podem ser resolvidos exatamente. Obviamente o 4tomo de
hidrogénio * é um destes sistemas. Muitas vezes porém, certos fendmenos complexos podem ser melhor compreendidos quan-
do eles s3o estudados através de modelos hipotéticos simples para os quais n6s podemos resolver exatamente a correspondente
equagio de Schrédinger. Entre estes temos o problema da particula na caixa, do oscilador harménico simples, da particula
livre e o da particula numa caixa de paredes finitas. Estes modelos sio simples mas de grande utilidade por serem aproximagdes
teéricas de fendmenos naturais importantes e de difrcil resolugdo. A particula na caixa é de grande valia para a compreensdo
inicial das transi¢Bes eletronicas em moléculas com ligagBes duplas e triplas e conseqiiente interpretag@o dos seus espectros
eletronicos. O oscilador harmdnico fornece uma descri¢do bastante precisa para parte dos espectros vibracionais causados
pelos movimentos de vibragdes das moléculas. Por sua vez o modelo da particula livre é de grande importincia préitica nos

-estudos de interagGes de feixes de particulas e o modelo de uma particula num pogo de potencial (numa *“caixa’’) de paredes
finitas, fornece uma descrigio 1til para a compreensio do fenémeno de radioatividade, isto é, do efeito Tunel que é um fend-
meno puramente quintico, ou seja, um efeito sem an4logo cléssico. '

Destes modelos, somente dois serfo aqui tratados com maior riqueza de detalhes, deixando os outros entre os exercicios
apresentados no final,
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2. ‘A PARTICULA NA CAIXA

O sistema constiturdo por uma particula de massa m deslocando-se no interior de uma caixa tridimensional e de lados
2x, &y € &5, € conhecido como o de uma partfcula na caixa. A particula pode ser um elétron, ou um prc’)tpn ou até mesmo um
itomo. As paredes da caixa hipotética s3o na realidade constituidas por verdadeiras barreiras de potencial, de tal forma que
no interior da caixa o potencial V é constante ou em particular nulo. No exterior da caixa V = o,

Este sistema de partfcula na caixa pode ser visto pictorialmente na Fig. 1, em uma dimensdo. Para o sistema em trés
dimensdes, a equagdo de Schrodinger’ pode ser escrita como

2
(- 25 V24 V)¥(xy2) = E ¥(xy.) o)
Porém, como o potencial no interior da caixa é constante ou nulo, entdo é possivel reescrevermos (1) da seguinte forma:

- £ v wxya) = E Uxya) @

Fig. 1 - Potencial para uma particula numa caixa em uma dimensa

Isto € possivel uma vez que a energia potencial V é uma constante, o que equivale a definirmos um ponto de referéncia arbi-
tririo para a escala de energia. Para resolvermos a equagdo diferencial (2), n6s podemos assumir que a fungio de onda
W¥(x, y, z) pode ser definida como um produto de trés fungdes, isto €:

Y(x,y,2) = ¥(x) ¥(y) ¥(z) (3)
Substituindo (3) em (2) e dividindo a equagdo resultante por ¥(Xx, y, z), teremos
1 n 92 1 92 1 n 32 —
1_[/(_){)_(__25 ‘a'{r) “’(")+Wy)(‘z_m a_yz) w(Y)+Wz)(_2_mW)w(z)_E 4)

Analisando (4) nés vemos que o lado esquerdo desta equagdo corresponde & soma de trés termos: um para cada componente da
energia cinética. Por esta razdo, a energia cinética total E pode ser definida como

E = Ex+ E, + E, ®)
Substituindo (5) em (4), é possivel separarmos (4) em trés outras equagdes diferenciais independentes, isto é:

w42

~ Pm ol Y(x) = Ex ¥(x) (6
I :

~ 3m ‘(Eﬁ v(y) = Ey V() @)

2 2 R
s V@ = (@) ®)
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Note que as equagdes (6), (7) e (8) sdo semelhantes, isto é: a solugdo de (6) é a fung¢io Y(x) que por sua vez é idéntica a Y(y)
e Y(z), diferindo somente quanto a varidvel independente e a alguns pardmetros que ndo modificam a forma funcional das
soluges. Logo, resolvendo (6) teremos achado as soluges para (7) e (8). No entanto, como 0 movimento da particula estd
restrito ao interior da caixa, é necessirio que as solugGes das equagdes (6), (7) e (8) satisfacam a algumas condigdes de contorno
semelhantes as do problema classico de cordas vibrantes presas pelas extremidades. Assim sendo, em uma dimensio teremos:

- ) = Ecv ©

ﬁxg = g para 0> x > &, (10)
0) =

Y(%) =0

Estas restri¢Bes sdo necessdrias uma vez que a energia potencial fora da caixa ¢ infinita. Fisicamente as condi¢Ges acima, indi-
cam que a probabilidade de encontrarmos a particula fora da caixa, € nula. Rearranjando (9), obtemos

2 2mE
a2 Y(x) =— _rf%rx ¥(x) 11
Porém, sendo E, = p2/2m, entdo
2mE _ 2mpy _gq%Pxy (12)
h2 h22m h
Por outro lado, como A = h/p teremos
2mEy _ 41" _ ., (13)
h2 - )\2 -
Fazendo uso de (13) n6s podemos reescrever (11) como
Y =—ky ' (14)

Logo, por inspe¢do de (14) nés verificamos que a fungdo que a satisfaz deve ser do tipo seno ou coseno. Como ambas s3o
solugBes particulares obviamente a solugdo mais geral serd a combinagdo linear de ambas, ou seja

Y(x) =a senkx + b cos kx (15)
No entanto, se fizermos uso das condi¢des de contorno dadas em (10), teremos que

Y(@0)=asen0+bcos0=0 (16)

S b=0

Porém, como Y(2) = 0 entdo

V(%) =asenkfy =0 a7
~osenk®y =0 = k =nw
n=0,1,2,3,... (18)

Obviamente para n = 0 a solug@o obtida € trivial uma vez que a fungfio Y(x) seria nula para todos os valores de x. Logo, y(x).
pode ser escrita como

Y(x) = asen kx (19)
sendo
- am
k = %,
n=1,2,3,...

A constante a pode ser obtida se normalizarmos Y(x). Como os movimentos da partfcula estdo restritos ao intervalo
0 <x< <, entdo acondi¢io de normalizagdo pode ser expressa como

!
< Y | ¥(x) > = a?f " sen’kxdx =1 (20)
0
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Fazendo uso da expressfio geral sen?a =1/2+1/2cos2a e definindo a =kx, é possfvel resolvermos (20) da seguinte forma:

I (1 — coskx)dx =3~ (I dx-J' cos 2kx dx) (21
2
=2 [x— - sen 2kx]
_ A%
2
s a =% @2)
X
Por convengiio, tomaremos a constante de normalizagdo com o sinal positivo; sendo assim, a fungdo Y(x) normalizada serd
V(x) = €)% senkx | (23)
X
= B—"— para n=1.23,... 24)
X
Fazendo uso de (13) e (24) teremos que
wk? _ Hn2n?
Ex = = (25)
*72m T ome?
n?®  m*h?,
= g —_—

Para simplificar a notagdo definiremos Q = #?h? /2m. Assim sendo, os nfveis de energia permitidos para uma particula
na caixa, serdo

En=2 Q n=1,2,3,... (26)

onde o indice n que aparece em E,, indica a dependéncia da energia da particula com os niimeros quinticos n =1,2,3, .

etc. A eq. (26) mostra que a energia de cada nivel § inversamente proporcional a £2, 0 quadrado do comprimento do lado da
caixa. Assim, a medida que a largura da caixa aumenta os niveis de energia ﬁcam cada vez mais préximos uns dos outros.
No limite de 2, tendendo a infinito cessa entdo a condi¢do de quantizagdo e a particula na caixa comporta-s¢ como uma
particula livre, Por exemplo: d4tomos ou moléculas de um certo gds no interior de um recipiente de dimensdes muito grandes
comparadas com o tamanho das particulas do gis, podem ser tratados como “particulas numa caixa” quando £y tende a
infinito. Neste caso, o intervalo- entre os nfveis de energia serio tdo pequenos que o espectro de energia - serd pratxcamente

continuo.,
O diagrama dos ni'veis de energia para uma particula na caixa pode ser visto na Fig. 2. O nivel de energia mais baixo

corresponde a E; = Q/%3. Este valor de energia é um exemplo de “energia de ponto zero”: energias de ponto zero sdo carac-
tersisticas de sistemas ligados, isto €, sistemas confinados a um volume finito do espago como é por exemplo, o caso do elétron
do 4tomo de hidrogénio.

As fungGes de onda da particula na caixa formam um conjunto de fung@es ortonormais, isto é

o fQ" sen(M’L) sen(ﬂf-x-) dx= 6, Q7

onde m € n sio dois valores quaisquer do némero quéntico. Na Fig. 2 nés podemos verificar o comportamento de algumas
fungBes de onda para 2 partfcula na caixa. Note que a medida que a energia da particula aumenta, ou seja, a medida que n
cresce, aumenta o nimero de n6dos das fungBes de onda. A fun¢do Y, para o estado fundamental ndo possui nodos. Em todos
0s casos as fungBes possuem n—1 nodos ou pontos nos quais ¥ troca de sinal.

A probabilidade de encontrarmos a particula entre x e x + dx é dada por |y|* dx.

i funcéo potencial
. 4/\/\/ Eo= 160/
Fig. 2 - Trés figuras sobrepostas:
fungdo potencial para uma particu- ' Vs
la na caixa unidimensional; diagra-
’ ma dos nfveis de energia para a par-
TN NEsse tfcula na caixa e fung¢des de ondas
dos trés primeiros n(veis.
0 L 0
n-2 //\/ E;= 4Q/% x x x Qx
<5, - o Fig. 3 - Representacio de [ {; P e | ¥, > em funcdo de x,

S— para uma partfcula numa caixa unidimensional.
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3. UMA CAIXA TRIDIMENSIONAL

Os resultados obtidos até aqui para o problema de uma particula numa caixa em uma dimensio pode ser facilmente
generalizado para trés dimensGes. Lembrando que y(x), ¥(y) e y(z) satisfazem a um mesmo tipo de equagio diferencia:,
podemos fazer uso de (3), (23) e (24) para definir ¥(x,y,z) como

n,mz

Ny X n .
Vxy.2) = Yn, () ¥, (1) ¥, (2) = 2 ()™ sem (57) senm (57) sen (—275) (2e)
y X y z
e a energia total como
) 2 2 2
E(nx,ny,nz) =(_‘n§' + 1‘12 + nzz)Q (29)
2 2 @

n, =1,2,...
ng=1.2,...
n; =12

>

3 e e e

onde ny, ny, n, sdo os trés nimeros quanticos, um para cada componente da energia. Neste caso, a energia do ponto zero serd
' 1 1,1
E(1,1.1) —(—25"' F+E_)Q
X y z

No entanto se os trés lados da caixa forem iguais entdo
E(1,1,1) =3 Q/%

Note que este valor ¢ simplesmente trés vezes o da partfcula numa caixa unidimensional. O proéximo nivel de energia corres-
ponde a um dos seguintes conjuntos de nimeros quanticos: (1,1,2) ou (1,2,1) ou (2,1,1). Isto é, de acordo com a eq. (29),
quando &y = £, =%, entdo todos estes trés estados tém a mesma energia:

E(112)=E(12,)) =E@Q.1,]) = —gxz—Q

Por outro lado, apesar de terem o mesmo valor de energia, estes trés estados quinticos sdo representados por trés fungdes de
onda diferentes: diz-se entdo que este nivel de energia é triplamente degenerado. Segundo o modelo dtdmico de Schrédinger
este mesmo fendmeno ocorre no dtomo de hidrogénio. O aparecimento de degenerescéncia é comum em problemas de mecani-
ca quéntica e é uma conseqiiéncia das propriedades de simetria do sistema. Por esta razdo se quebrarmos a simetria da caixa
(por exemplo, fazendo & # &, # £,) esta degenerescéncia desaparecerd. O mesmo ocorrerd com os niveis de energia do dtomo
de hidrogénio na presenga de um campo magnético (efeito Zeeman) ou elétrico (efeito Stark).

4. 0 OSCILADOR HARMONICO

Para um oscilador harménico em uma dimensdo (vi-
de Fig. 4), a energia cinética é:

T =% mx} (30)

para uma particula de massa m. A forga agindo sobre a par-
ticula serd:

F = m¥; = — mw?xq €2Y)

Usando a defini¢3o de velocidade angular w = 2w, entdo
(31) pode ser reescrita como

F = —4n?mvax;

(32)

= —kXt

onde a constante k = 4x® vf,m ¢ conhecida como a constan-
te de for¢a ou constante da lei de Hooke. Conhecendo uma
expressdo para a forga (dada pela eq. (32), € possivel calcu-
larmos a fun¢do potencial V. Assim, sabendo que

A (33)
ox
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entdo

= [t Fax=k  * xdx (34)
o

L V= —’;- X (3%

As equagBes derivadas até aqui sdo utilizadas para descrever um movimento harmonico descrito na Fig. 4. No entanto
vérios sistemas que se comportam aproximadamente como um oscilador harménico podem ser estudados de uma forma‘apro-
ximada como sendo um oscilador harmdnico. Entre estes, o movimento de vibragio de duas particulas de massas m, e my
ligadas por uma “mola” hipotética que obedece 2 lei de Hooke (lei de Hooke para molas: o alongamento da mola é propor-
cional A forga aplicada). O modelo do oscilador harmdnico tem grande utilidade pritica uma vez que através dele é possfvel
analisarmos o movimento de vibra¢do entre 4tomos de uma molécula. Neste caso, ao invés de estudarmos os movimentos de
um sistema em termos das coordenadas x, e x, (vide Fig. 5) é mais conveniente definirmos as coordenadas generalizadas
q; e q, da seguinte forma:

q1 T X2— X (36)
qp = TaXs ¥ mgXy 37
mg+ mjp

Para problemas deste tipo € mais conveniente utilizarmos coordenadas generalizadas porque elas eliminam a necessidade de
um ponto de referéncia arbitrério para x; e x, ; trabalhando com este novo sistema de coordenadas n6s podemos expressar a
posi¢do de uma particula em relagdo 4 outra. A coordenada q, ¢ conhecida por coordenada do centro de gravidade uma vez
que ela define o centro de gravidade do sistema. Fazendo uso de (36) e (37), é possivel definirmos as energias cinética e poten-
cial do sistema como:

T=%(mlxi +m,X;) . (38)
T= % ng + ‘é’ “qg -— X2 X1 —_—

e
V=2 k(a—x1)? =2 ka} (39)

Nestas equagbes, M =m; + m,, 4 € a massa reduzida do sistema e k é a constante de forga (vide eq. (32)); neste caso k é a
constante de for¢a da “mola”. A constante de forga k ¢ a forga por unidade de deslocamento que tende a restaurar a posigio
de equilfbrio inicial entre as duas particulas.

Uma vez conhecida uma expressdo para a energia cinética T e potencial V, n6s podemos escrever o hamiltoniano para
este sistema. Para este sistema de duas particulas o hamiltoniano cléssico pode ser escrito como

H=T+V

Fazendo uso (38) e (39) teremos

H=2 u4l +2- M} + 1 ka} (40)
Usando p, e p,, 0s momentos para as particulas 1 e 2, podemos reescrever (40) como:
2 2
P1 P2 1 2
H="-2 + £ + 2k 41

Substituindo a eq. (41) os momentos por seus operadores correspondentes, nos definimos o hamiltoniano quantum-meca-
nico como:

-_ %y o _ N o 1 2
H= T T oM ag T 2 MO (42)
Desta forma a equagdo de Schrédinger para o oscilador harménico pode ser escrita como:

HW(%,Q2)=E‘I’(QI,Q2) (43)

onde H ¢ definido pela eq. (42). Assumindo uma solu¢do do tipo:
(a1, 92) = ¥(q1) #az) 44)
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e substituindo (42) e (44) em (43), é possivel separarmos as varidveis e obter duas equagdes diferenciais independentes:

5 & 43 ke = va) | 5)
1
- ’% ddzz #q2) = Et &(qz) (46)

sendo que E =Ey + E;. A eq. (45) é a equagiio de Schrédinger para o0 movimento vibracional das particulas 1 e 2; neste caso
Ey representa a energia de vibragio do sistema. Por outro lado, (46) é a equagao de Schrodinger para o movimento de trans-
lagdo do sistema, composto, pelas duas particulas, de massa M. Sendo assim, E; representa a energia translacional do sistema.
Note que'(46) é exatamente igual 3 equagio de Schrédinger para uma particula de massa M movendo-se liviemente no espago.
O nosso interesse portanto reside nas solugGes da eq. (45).

Antes de prosseguirmos é conveniente reescrevermos (45) de uma forma mais simples, substituindo q; por x. Assim, H
pode ser escrito como:

2
1
H=-2+ 2 &x?
% 2 X 47
Lembrando que k = 4n?u »3 = uw? e uasndo esta definigdo de k na eq. (47) teremos:
H = ._L + “w X
2u 2 (48)
Definindo as seguintes constantes
*=7 € Tt €= () “9)

veremos que o operador do momento serd definido como:
d

=1 4d
P= 71 & \/\ /w. /_J (50)
e 0 hamiltoniano (48) poderd ser escrito da seguinte forma: £ X
, oaT .
ACE R TN 1)

2 Vg
Neste caso (45) pode ser reescrita como:
HY@®) =75 eV ® (52)
onde
' H
H= —
o
sendo 8 equag:ﬁo (52) pOde ser reesctita como: Fig. 6 - Fungdes de onda e nfveis de energia dos
_dz_g +(e—£)y=0 primeiros estados de um oscitador harmdnico. (53)

dg?

Com estas substituigdes a equagdo de Schrédinger ficou reduzida a uma forma bastante simples. Uma das vantagens de se
escrever a equagdo de Schrodinger como (53), sem dimenses, é a de obtermos equagdes e solugﬁes que ndo dependem dos
valores das canstantes caracterfsticas de um dado sistema.

Como resolver (53)? Isto é, qual é a fungao ¥ que satisfaz a esta equagdo? Inicialmente nés podemos notar que sempre
serd possivel acharmos um valor de [£] tal que £* > e. Neste caso, a equago (53) pode ser escrita como:

%25_'22 — zz‘p =0 ' (54)
ou
y'= gy (55)

Por inspe¢do, podemos verificar que a fungdo  que satisfaz (55) é do tipo y =exp (z £2/2); como estas duas alternativas
(com sinal negativo ou positivo) satisfazem (55) entdo a solugio mais geral seria a combinagdo linear de ambas:

Vv =a 12 4 p et72 (56)
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no entanto, considerando que

limy =0

froo

e que a fungdo Y deve ser quadraticamente integrdvel, € necessirio entdo fazermos b = 0. Logo, a solugo assint6tica de (53)
serd

yaeb (57

Daqui em diante nés utilizaremos os mesmos argumentos usados para a resolugdo da equagéo radial' do 4tomo de hidr9-
génio. Isto é: a fungdo ¥ que satisfaz (53) serd dada multiplicando-se (57) por uma fungdo tal que o produto resultante seja
uma solugdo v4lida para a equagdo de Schrédinger. Assim, definimos esta nova fungfo como:

v =HE et (58)

onde H(%) dever4 ser uma fungdo tal que ¥, dado por (58), tenda a zero quando £ se aproximar de infinito. Substituindo
(58) em(53), teremos:

H' —2¢H +(e- DH=0 (59)

Assumindo que H(£) possa ser definida como

5 4 f" (60)
Hf =2 a
(® Z, 8n 13
e calculando as derivadas de H(¢), obtemos:
H' = T na, ! (61)
n
H'= 2 (n—na, §"2 (62)
n

Substituindo (60), (61) e (62) em (59), e rearranjando a equagio obtida, obteremos

2 [n(n— 1)a, £72 + (e — 1 — 2n)a, £"] =0 (63)

A equagdo (63) serd satisfeita para todos os valores de & contanto que cada coeficiente de uma mesma potencia de §
seja nulo, isto €,

2a, +(e—1)ag =0 (64)
6a3 +(e—3)a; =0 (65)
(n+1)(n+2)a_  ,+(e-1-2n)a,= 0 (66)

O lado esquerdo de (64) é o coeficiente que aparecer multiplicando £° na eq. (63); o lado esquerdo de (65) é o coeficiente que
aparece multiplicando £ na série (63), e assim por diante. A equagio (66) é uma equagdo geral para os coeficientes de £°,
g1, £2, etc.; note que (64) e (65) podem ser obtidas a partir de (66) fazendo-se n igual a zero e um respectivamente. Rearran-
jando (66), teremos

_ 2ntl-e
™12 = (nrl)ynt2) (67)

ou seja, se conhecermos a, conheceremos a, . Conhecendo a, podemos calcular a; e assim por diante. Obviamente se conhe-
cermos a; poderemos calcular a; e com a; podemeos calcular a5, etc. Com isto poderemos conhecer todos os termos de (60),
a série infinita que define H(£). No entanto, por ser infinita esta série diverge para valores grandes de £ e isto impede que a
fun¢do de onda tenda a zero no lim £ - oo, Por esta razdo ¢ necessdrio impormos certas condi¢Ges para garantirmos que H()
seja um polinénimo e ndo uma série infinita. Para que isto ocorra basta que o numerador em (67) torne-se nulo para um dado
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valor de n; quando isto ocorrer entdo todos os outros coeficientes a9, 8n44, 46, €1C., serdo nulos e H(¥) serd definida por
um polindmio. Para que isto ocorra basta que o numerador de (67) seja nulo, isto €,

2n+l-€=0 (68)
€= 2n+1 n=0,1,2,... (6%9)
Fazendo uso de (49), n6s podemos reescrever (69) como:

E=(2n+l)—t;—"’ n=0,1,2,... (70)

Esta equagdo (70) pode ser reescrita numa forma mais familiar, se representarmos o niimero quéntico n por v e subs-
tituirmos he w por suas defini¢Ses, obtendo:

E,= (v +%) hy, (7)
v=0,1,2,3,...

O namero inteiro v que aparece em (71) é conhecido como “nimero quéntico vibracional” e v, € a freqiiéncia de vibra-
¢80 fundamental do oscilador. Se considerarmos harmdnico o movimento de vibragio numa molécula diatdmica entdo nos
veremos através de (71) que a sua energia vibracional E, é quantizada em multiplos de hvy /2. A energia mais baixa que um
oscilador harmonico pode tér é Eq =hwy/2 que é exatamente a energia do ponto zero para um oscilador. Classicamente v,
¢ definida como:

Vo = 2—;' ( %)% (72)
Finalmente usando (58), (60) e (67) podemos entdo definir a fun¢do de onda para um oscilador harmonico como
=Ny HE) et 2 (73)
sendo
HE) = T ant" (74)
R e (75)

onde Ny, é uma constante de normalizagdo a ser calculada. E interessante notar que os polindmios definidos por (74) j4 eram
bem conhecidos quando este problema apareceu na mecinica quéntica: as fun¢Ses H(§) sdo os polinémios de Hermite que de
acordo com a férmula de Rodrigues podem ser definidos como:

2 A
Hyp)=(-1)' £ 4 ¢t (76)
d¢
A constante de normalizagio Ny que aparece em (73), pode ser calculada da seguinte forma:
2 oo —22 2
<vly> = Ny [ e H'(§)dk (m
= Nj 2VvIVm
Porém, como < ¢ |y > =1, entdo
Ny = # () (78)

( 2V viT )

Finalmente tomando N, com o sinal positivo podemos definir ¢ ressumir as nossas conclusdes com as seguintes fé6rmulas:

P SN -£2/2
Yy (2,, X \/E) Hy(@®)e (79
= (-1Y\V 51 _d,v_ -52
Hy=(-1) e aF e (80)
Ey = (v+%) hyg v=0,1,2,... (81)

QUIMICA NOVA / OUTUBRO 1878 29




Usando x ao invés de &, terémos:

_ 1 Hwi %y -uwih x%2
by = Uy B P, el 52)
v=20,1,2,3,...
A eq. (79) ou (82) representa as fungOes de onda para um oscilador harménico unidimensional; ¥, isto é, quando
v =0, é a fun¢do de onda do estado fundamental. y, ¥,, Y3 . . .., etc., representam as fun¢Bes de onda para o primeiro, se-
gundo, . . . etc., estados excitados do oscilador harmdnico.

Apesar de simples, este modelo ¢ de grande utilidade pritica no estudo dos espectros vibracionais das moléculas, Na
maioria das vezes as moléculas, 4 temperatura ambiente, encontram-se no estado fundamental vibracional; nestes casos as
vibragdes moleculares sio aproximadamente harmonicas e entdo este modelo pode ser aplicado com pequeno erro. Nestes casos
a constante k é interpretada como sendo a constante de forga de uma dada ligagio quimica. Note que ndo h4 necessidade dos
atomos envolvidos serem iguais nem ligados quimicamente. Um 6timo exemplo do primeiro caso € a molécula de HC® cujo
espectro vibracional (4 temperatura ambiente) comporta-se quase que perfeitamente como o de um oscilador harmdnico.

E ficil percebermos por que um potencial parabolico (V =kx*/2) é de grande importdncia pritica como aproximagio
para qualquer poteéncial nas vizinhangas de uma posi¢do de equilibrio estével. Isto pode ser entendido facilmente expandindo
um potencial qualquet V(x) numa série de Taylor em torno do ponto x = a:

V(x) = Ozd ﬂ@ Q‘_I;i)n (E.8)

n=0 dx"  |x=a

V(a)+ﬂ (x—a) . 4’V (x-2a? |
‘ d

X |x=a dx?2 X=a 2

Se x =a for uma posigdo de equilibrio, entdo V(x) tem um mrnimo emx=ae conseqiientemente V'(a) =0 e V''(a) > 0.
Logo, se escolhermos x = a como a origem das coordenadas e V(a) como o zero da escala de energia, entdo V = kx?/2 é uma
primeira aproximagdo para um dado potencial V(x), uma vez que pela eq. (E.8) nés teremos que

V(x) = V() il‘—;i)—z _—

Para a =0, obtemos

V(x) = % X2 k= V'(a)
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EXERCICIOS

1. Calcule o valor médio da energia Ej, para uma particula numa caixa unidimensional com um lado de comprimento £.

Resp.:
<Ep>=<¥y[H| ¥,>

2 2
= (3) J, Genkx) (- %‘El Ed;f) (sen kx) dx

) sen kx dx

= (—-)f (sen kX)(

(———) f sen?kx dx

( ) (—)

_ hk?
- 2m

Porém, como k = nn/%, entdo:

_n
<Ey>=

O que estd de acordo com a eq. (25)

2. Mostre que ¥, = (2/2)1/‘ sen kx satisfaz a equagdo (9).

Resp.:
n g2
Tom ae nT Y
e R d? T
T 5m (Z—)A &f(sen kx) = — m (7)1/2 (—k?) sen kx
| X AN
= ) sen
h?x?
" 2m n

Porém, como h?k2/(2m) = E,, entdo

_2—m(7)% 4 5 (sen kx) =E ¥,

3. Use a teoria da perturbag;:io2 de primeira ordem para estimar a energia de uma particula no interior de uma (um poco de poten-
cial) de paredes infinitas, como a da Fig. I, no interior da qual a energia potencial é definida como V = B x/2.

Resp.: Segundo a teoria das perturbag0es, a energia E,, de um sistema, com aproximagdo de primeira ordem, ¢ definida como

0 1
E, = EO + gD

IR

= EQ+<H> (E.1)
No nosso caso temos que

H¥, = E ¥,
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onde H=H, + H;, sendo

g2

Ho = — 2m dx?
H,; = Bx/%?
Conseqiientemente,

2
© _n ha
B = 22( 2m)
EQD = <w, | B jup>
I (—) B x sen?kx dx

-2 (&

ED = <H>p = =

Firialmente, usando (E.1), (E.2) e (E.3), teremos

n? Ha . B
= (THy + 2
En 22( 2m) 2

4. Derive uma férmula geral para o valor médio < x>py de um oscilador harmdnico simples

Resp.:

<x >nk < ‘I’n IX' ‘I’k>

v .
( ,% 2@t anH g% o % He @t o

Fazendo uso da definigdo de F(s, £), a fungdo geratriz dos polindmios de Hermite,

F(s, &) = e - (5" - ; Hy(®) ¢n
n=0 n!

entdo é possrvel resolvermos a integral acima da seguinte forma:

oo ) nk

zo kzo n'k' f+°° Hn Hk Ee g dE = estI Ee —(S"H"E) dt = est (s+t)J_
n= = =00

Comparando termo a termo desta expressdo, obtemos

+00 _§2 .
T HaHcgeF ag = va 2Tt (8 g+ 20+ 1) 8y pay )}

Finalmente, teremos

<x>p = (L Ly (G biny + (51" by}
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5. Utilize a formula de Rodrigues para polindmios de Hermite (eq. (76)) e calcule Ho (%), H; (¥) e H, (§).

Resp.:
Hy = 1; H; = 2¢; H, = 48 -2

. A Particula Livre. A fung¢do de onda para uma particula livre ndo pode ser normalizada da forma convencional uma vez que
neste caso terfamos:

+oo

IR pax=e

Por esta razdo, a sua condi¢do de normalizagdo é definida como

x+2
f V* ydx=ngL (E.7)

Se nés considerarmos um feixe de particulas que nfo interagem tendo uma densidade linear de ny partfculas por comprimen-
to £; o valor de £ é escolhido de tal forma que ele seja muito grande comparado com o comprimento de onda da particula.
Esta restrigio imposta em ¢ garante que a nossa normaliza¢o (E.7)englobe uma porgio do espago que seja realmente repre-
sentativa do sistema, garantindo uma localizag¢do excessiva da partrcula, a ponto de tornar incerta a sua energia.

Use esta normalizagdo especial e derive uma fungio de onda normalizada para uma partida livre: dizemos que uma particula
¢ livie quando ela se desloca no espago sob a a¢do de um campo de potencial conservativo e uniforme sem nenhuma restri-
¢80 quento as suas coordenadas,

g duardo M. A. Peixoto, Qufimica Nova 1 (1), 10 (1978); 1 (2), 10 (1978)
2Eduardo M. A. Peixoto, Quimica Nova 1 (3), 13 (1978)

NOTAS TECNICAS
Componentes e Sistemas de Cromatografia L{quida
II. Conectores Padroes de “1/4—28"*
Kenneth E. Collins e Carol H. Collins
Departamento de Quimica, UNICAMP
10.300 Campinas, Sdo Paulo, Brasil
{Recebido em 12/05/78)
Em sistemas de cromatografia liquida é muito dtil O conceito bdsico de selo no sistema “1/4-28” est4
ter um método padrdo para conectar os componentes dos ilustrado nas Figuras 1A e 1B. Na Figura 1A, dois compo- .
sistemas., Aqui descrevemos o sistema de conectores “1/4- nentes de cromatografia de qualquer tipo (la e 1c) sdo
-28”** para uso em conexdes até pressGes acima de 50 conectados com uma gaxeta (1b) de polifluoroetileno
kg/em?, (PTFE) dentre as duas partes. Assim pode-se obter uma

UL

disco de

tubo de transfe-
PTFE

<~—réncio de PTFE

d f ) {com flange )
c % % € B3 A« disco de ago

b SN N

Fig. 1 - Conceito de selo no sistema “'1/4-28". A (4 esquerda): Duas partes com gaxeta que consiste de um disco de PTFE. B (a direita): selo de
um tubo de PTFE para uma parte separado. As flechas correspondem aos sentidos das forgas usadas para segurar 0s selos.
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